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I. SAYI SISTEMLERI

Saymak, 6lgmek ve bigimleri incelemek olarak tanimlanan matematik, paleolitik ¢aglardan
itibaren insan hayatina girmistir. insanligin yiicelisinin hem sebebi, hem de sonucu olan bu
ugras sadece bilimin degil kiltlrin de vazgecilmez bir parcasidir. Sayma islemi dnceleri
dogal olarak pozitif tamsayilarla baslamis, sonra ihtiyaca gore daha kapsamli sayi
sistemlerine gecilmistir. Burada ihtiyac ile kastedilen, matematik diliyle ‘Kapalilik’, yani
bir aritmetik islem sonucunun o islemin girdileri ile ayni tiirde olmasi geregidir. Pozitif
tamsayilar sadece toplam ve dolayisiyla ¢carpim islemlerinde kapalidirlar. Yani iki pozitif

tamsayinin + ve X ile birlestirilmesinin sonucu da bir pozitif tamsayi olur. Ancak +

isleminin tersi — islemi altinda kapali kalabilmek icin sifir ve negatif tamsayilarin da
sisteme alinmasi gerekir. X isleminintersi <+ islemi altinda kapalilik ise %

( N = 0) biciminde rasyonel sayilari gerektirir. Ozel bir carpim olan kare almanin ters

islemi \/_ devreye girince rasyonel sayilar da yetersiz kalacaktir. /2 = M oldugu
N

kolayca gosterilebilir. Bunun Ustiine negatif sayilarin karekdki icin gerekli olan sanal

sayilari da sisteme dahil edince, aritmetigin bes temel :
a+b =b+a , ab=>ba

a+(b+c) = (a+b)+c , a(bc) = (ab)c
a (b+c) =ab+ac

. . . 1
kuralina uyacak en genel sisteme, kompleks sayilara, erismis oluruz. ¥

Pozitif tamsayilarin kiime 'si N
Bitlin tamsayilarin kiime 'si
Rasyonel sayilarin kiime 'si

Reel sayilarin kiime 'si

NO® e N

Kompleks sayilarin kiime 'si



ile gosteriirve C C R C Q C Z C N olur. Bu sayi sistemlerinin

eleman sayisi bakimindan ayni zenginlikte olmadiklari, hepsinin eleman sayilari sonsuz
oldugu halde bu sonsuzlarin ayni mertebede olmadiklari sezilir. Ote yandan her kiime 'nin

mertebesi ayri da degildir ve sadece iki mertebe sonsuzluk yukaridaki tim sayi sistemlerinin

tasnifinde yeterlidir. Q —> R gecisinde, sayilabilir sonsuz X 'dan, sayllamaz

sonsuz N, 'edegecilmisolur. F sonlubirsayiolmakizere F N, — N, ,

hatta (N, ) — X, olduguhalde (F )™ islemi, bir ist mertebe olan

Ny,, i verir [0,1] araligindaherhangibirsayi 0.3 @,a, ... biciminde
yazilabildigine ve sayilabilir sonsuz hanelerin her biriicin 10 tercih yapilabildigine gére

[0,1] araligindatoplam (10)N" yani &, sayllamaz sonsuz sayi var demektir.

PROBLEMLER

PLY) N2 ¢ Q oldugunu gosterin.

P.1.2) Rasyonel sayilarin sayilabilir sonsuz adet & oldugunu gosterin.

Il. FONKSIYONLAR

y = F(x) ile gosterilen fonksiyon kavrami, verilen bir X reel sayisi igin bir ( ve sadece
bir!) y = F(x) reelsayisini, belli bir kurala gére elde etmek islemidir. Daha basit bir

ifade ile : Fonksiyonlar iki siitunlu tablolardir. ilk situndan X degerini secer, sonra da



ikinci situndan ona karsilik gelen 'y = F(X) degerini buluruz. Bunun tersi, yani dnce
ikinci situndan bir deger segip, sonra da birinci situndan onun karsiligini bulmak ise 'Ters
Fonksiyon' islemi olarak adlandirilir. Kisaca y = F(x) <> x = F 7(y) olarakyazlan
ters fonksiyon isleminin, stirekli artan veya sirekli eksilen fonksiyonlar disinda, tanimlanma

guglukleri, ancak bunlarin da asilma yollari vardir. Fonksiyon kurallari geregi bazan X

bagimsiz degiskenini, bazanda y = F(x) bagimli degiskenini sinirlamak gerekir.

F(x) = 3\/4—x2 fonksiyonuigcin -2 < x < 2 ve 0 < F(x) < 6
sinirlamalari vardir. Bagimsiz degisken X 'in alabilecegi degerler o fonksiyonun 'Tanim
Araligl', bagimlidegisken y = F(X) 'in alabilecegi degerler ise 'Deger Aralig' olarak
adlandirilir. Fonksiyonlar 'Cebirsel', 'Sayisal' ve 'Diferansiyel' olarak 3 ayri baslik altinda

incelenir. Bu dlizeyde incelenecek temel fonksiyonlarin sayisi 27 ile sinirhdir. Bu sayi biraz

1

abartilidir, 27 sayisina erismek icin tarihi sebeplerle, mesela sin X ve c¢sc x = —
sin X

ayri ayri sayllmaktadir. Bir diger ilging nokta da her fonksiyonun bir de ters fonksiyonu
oldugu halde toplam sayinin gift olmamasidir. Bunun gerekgesi kuvvet fonksiyonunun ters

fonksiyonunun da kuvvet fonksiyonu olmasidir.

incelenecek 27 temel fonksiyon :
1) Kuvvet fonksiyonu: x?

2-7) Trigonometrik fonksiyonlar :

sin(x) , cos(x) , tan(x) , csc(x) , sec(x) , ctn(x)
8-13) Ters trigonometrik fonksiyonlar :

sin"(x) , cos™(x) , tan'(x) , csc(x) , sec™(x) , ctn(x)

X

14) Ustel fonksiyon: exp(x) = e

15) Logaritma fonksiyonu: (n(x)



16-21) Hiperbolik fonksiyonlar :
sinh(x) , cosh(x) , tanh(x) , csch(x) , sech(x) , ctnh(x)
22-27) Ters hiperbolik fonksiyonlar :

sinh™(x) , cosh™(x) , tanh™(x) , csch™(x) , sech™(x) , ctnh™(x)

olacaktir. Ancak tiim o6zellikler incelendiginde bu 27 sayisi 3 ’e kadar iner. @)

PROBLEMLER

P.AL1)  F(x) = x* igin ters fonksiyon bulma gii¢ligiini tartisin ve bir ¢ikis yolu bulun.

IIl. CEBIRSEL OZELLIKLER

A) Kuvvet Fonksiyonu

Kuvvet fonksiyonunun tarihsel kokeni X degiskeninin N kere kendisiyle ¢carpilmasidir :

_ N
X -X- 5 X = X Bu tanimdan hareketle :
N kere
N N
XM XN :XM+N N I:XM] :XMN N |:XM:| :XMN
0 -N N N N
x> =1 , X = I [ Xy ] = X Y ozellikleri kolayca elde

N
edilir. X" X = X N esitliginin 6nce [X%“} = X ,sonrada



M
M
[ X W ] = X 7 olarak genellesmesi sonucu kuvvetler de tamsayilardan rasyonel

sayllara genellesir. TUm reel sayilara, istenilen yakinlikta bir rasyonel sayi bulunabilecegi

gerceginden yola cikarak da, A ve D reel sayilar olmak Uzere

a

1
x =1 , X = — [XY]a = x*y*® dzelliklerine ulasilir.
X

Ozetle kuvvet fonksiyonu degisken bir tabanin sabit kuvveti olmaktadir.

B) Trigonometrik Fonksiyonlar

Trigonometrik fonksiyonlarinin en 6nemli iki tanesi, kartezyen koordinatlarda O merkezli

bir daire yardimiyla

olarak tanimlanirlar. Diferansiyel 6zelliklerde kolaylik saglamasi igin agilar radyan cinsinden

S
Olglilecektir: ¢ = R Diger trigonometrik fonksiyonlarinin tanimlari ise ilk ikisinin
cinsinden tang = sing , CsC¢ = i , Secg = Lt , Ctng = L
0S ¢ sin ¢ CoSs ¢ tan ¢

olarak yapilir. Bu tanimlardan éncelikle sin2¢ + COSZ¢ = 1 , sonrada bu bagintinin
sirastyla  sin> ¢ ve cos? ¢ ile bdlinmesinden  csc’g—ctn®p =1 ve

sec’p—tan° ¢ = 1  ozdeslikleri elde edilir. Bir dik (ggen yardimiyla elde edilen

diger iki vyararli iliski de Sin(%—¢) = CO0S¢ ve cos(%—(gﬁ) = sing



bagintilaridir. Trigonometrik fonksiyonlarin en temel cebirsel 6zdesliklerinden biri de

sin(a+ ) formuludar.

tan a -tan B

tan B

Yukaridaki sekilde DE uzakhiginin iki ayri bicimde ifade edilmesinden

sin(a+f) = sina cosB + cosa sinf formilleri elde edilir.

Bu formillerden Sin(%—¢) = COS¢ ve COS(%—(Iﬁ) = sing
bagintilarinin da yardimiyla cos(a+fB) = cosa cosfB F sina sin B formiili

bulunur. a = = ¢ ozel hali kullanilarak ~ sin(2¢) = 2 sing cos¢

cos(24) = cos’gp—sin®g = 2 cos’p—1 = 1-2 sin’* ¢ 'Cift A¢t' formdillerine,

COS(2¢) = 2cos’p-1 =1-2sin*¢  denklemlerinede ¢ - % yerlestirerek

de sin(%) = f@ , cos(%) = f W 'Yarim Agl' formuillerine

erisilir. Diger trigonometrik fonksiyonlar icin bu temel 6zdesliklerin yardimiyla, mesela

2 tang 1—cos® sin@ 1—cos®
(2¢) 1—tan® ¢ (A> \ 1+coso 1+cosd sin@

elde edilir.
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C. Ters Trigonometrik Fonksiyonlar

x = trig(¢) fonksiyonlarinin ¢ = trig™ (x) olarak ters gevrilmesinden
sin"(x) , cost(x) , tan(x) , csc(x) , sec(x) , ctn™(x)  fonksiyonlari

tanimlanir. Asagidaki dik tiggen yardimiyla

. _ T _ _ T _ _ T
S|n1x+coslx:5 , seclx+csc1x:5 , tan1x+ctn1x=5

esitlikleri elde edilir. Ters trigonometrik fonksiyonlar arasindaki daha girift 6zdeslikleri elde

etmek igin tiim trigonometrik fonksiyonlari teker teker diger tiim trigonometrik fonksiyonlar

cinsinden yazabilmek gerekir. Ornek olarak tan™ x fonksiyonunu Sin_l[F(X)]

tan _ .
4 kullanihrve tan™ x = sin™

X
olarak yazabilmek igin ~ sin ¢ = ——— —_——
J1+tan® ¢ 1+ x°

bulunur.

D) Ustel Fonksiyon

Degisken bir tabanin sabit kuvveti olan kuvvet fonksiyonunun aksine, listel fonksiyon: sabit

bir tabanin degisken kuvvetidir. Diferansiyel 6zelliklerde kolaylik saglamasi agisindan bu

t
sabit taban € = Lim (1+% ) = 2.71828 ... olarak secilir. Bunun gerekgcesi
t >

ileride anlasilacaktir. Cebirsel 6zellikler Sabit - Degisken ayirimi yapmadigi igin kuvvet

fonksiyonu iliskilerinden esinlenerek dogrudan
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exp(x) exp(y) = exp(x+y) — [ exp(x) ]y = exp(xy)

exp(0) =1 , exp(x) = %Xp(x) bagintilari yazilir.

E) Logaritma Fonksiyonu

Tabii logaritma N (X) 'in tanimi exp[fn(x)] = X olarakyapllirsa

exp{fn[exp(x)]} =exp(x) — mexp(x)] =x  olusu
n ve exp fonksiyonlarinin birbirlerinin ters fonksiyonlari oldugunu gosterir.

exp| (n(xy)] = xy = exp[n(x)] exp[(n(y)] = exp[tn(x)+n(y)]
denklemiyardimiyla énce  (n(xy) = (n(x)+(n(y) , sonrada ﬁn(xa) =alnx ,

m() =0, m(¥) = -m(x) , M(0) = - ozelikleri elde edilir

7

F) Hiperbolik Fonksiyonlar

Bir¢ok fonksiyon X — —X 'Yansima Donlsumi' altinda F(—x) = +F(x) veya
F(-x) = —F(x) davranisi gésterir. ik grubun en basit 6rnegi F(X) = x " , ikinci
grubun en basit 6rnegi de F(X) = x "™ olduguicin F(-x) = +F(x) davranii
gosteren fonksiyonlar 'Cift' , F(=Xx) = —F(X) davranisi gosterenler ise 'Tek' Fonksiyon
olarak adlandirlirlar. cos(x) Sin(xz) Cift ; tan(x) , sin™(x) Tek

fonksiyonlara drnektir. Negatif sayilarin logaritmasi daha tanimlanmadigindan  {n (X) icin

béyle bir 6zellik s6z konusu bile olamaz. Ustel fonksiyon ise exp(-x) # exp(X)

oldugu icin Tek veya Cift degildir. Ancak herhangi bir fonksiyondan yola c¢ikip
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olarak Tek ve Cift fonksiyonlar olusturmak

mimkindir. Bu metodun Ustel fonksiyona uygulanmasindan hiperbolik fonksiyonlar elde

exp(x)—exp(—x) exp(x)+exp(—x)

edilir. Once sinh(x) = > ve cosh(x) = .
olarak tanimlanir, sonra da tanh(x) = smh(x) , Csch(x) = — 1
cosh(x) sinh (x)
1 1 . . . .
h = , ctnh = — — _ tanimlan yapilir. Hiperbolik fonksiyonlar icin
sech (x) cosh () ctnh () tanh (x) yap P Y ¢

neden bu kadar trigonometrik adlara yakin adlar secildigi ileride anlasilacaktir. Cebirsel

ozellikler igin 6nce tanimlarin karelerini alarak ~ cosh? (x) —sinh?(x) = 1 , bununda
SinhZ(X) ve cosh? x ile bslinmesinden ctnh?(x)—csch?*(x) =1 ,
sech? (x) +tanh? (x) = 1 bagintilari elde edilir.

Gene ilk tanimlardan yola gikilarak erisilen

sinh(x+y) = sinh(x) cosh(y)+cosh(x) sinh(y)
cosh(xty) = cosh(x) cosh(y)xsinh(x) sinh(y)
bzdesliklerin 6zel hallerinden cift ve yarim deger formiilleri :
sinh(2x) = 2 sinh(x) cosh(x)

cosh(2x) = cosh?(x) + sinh?(x) = 1+ 2 sinh®(x) = 2 cosh?(x)-1

Si”h(%) = cosh(2y)—1 ) cosh(%) - (:()sl1(2y)+1

cikartihr. Bu arada 27 temel fonksiyonun abartili bir sayi oldugu, hiperbolik fonksiyonlar
Ustel fonksiyon bilesimleri olduguna gore simdilik en azindan 27 —6 = 21 sayisina

inilebilecegi goriilmektedir
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G) Ters Hiperbolik Fonksiyonlar
x = hyp(y) fonksiyonlarinin 'y = hyp™*(x) olarak ters cevrilmesinden
sinh™(x) , cosh™(x) , tanh™(x) , csch™(x) , sech™(x) , ctnh™(x)

fonksiyonlari elde edilir. Hiperbolik fonksiyonlarin tstel fonksiyonla ¢ok yakindan ilintili

olmasi, ters hiperbolik fonksiyonlarin da logaritma ile ilintili olmasina isaret etmektedir. Bir

drnek olarak cosh™(x) = En[F(X)] , F(x) = ? problemine egilirsek
x = cosh[(nF] — 2x = F+é vesonugta F(Xx) = x+vx*-1 oldugu

goralir. Bu 6zdegliklerin tamami :

sinh™(x) = fn(x+\/x2 +1) ) cosh™*(x) = Un(x+\/x2 -1 )

X

_ 1 1+X / 2
tanh™ (x) = 5 Kn(mj , csch™(x) = €n[& J

’ 2
sech™(x) = Kn(u] ) ctnh™(x) = 1 Kn[XJrl]

X Xx—-1
olmaktadir. Bundan dolayi ters hiperbolik fonksiyonlarin da listeden disilebilecegi ve

listenin 21 -6 = 15 fonksiyona indigi gorilmektedir. Bu saylyl 3 'e indirmek igin

kompleks sayilar konusunu beklemek gerekecektir.

PROBLEMLER

P.NI.L1) sin , cos , tan fonksiyonlariigin tiim cift ve yarim agi formullerini elde edin.
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P.l1.2) Tabloyu tamamlayin :

sin®(x) = cos™(?) = tan"(?) = csc(?) = sec(?) = ctn(?)

sin!(?) = cos™(?) = tan(?) = csc(?) = sec™(?) = ctn”t(x)

P.Il.3) sinh , cosh , tanh fonksiyonlariicin tim cift ve yarim deger formullerini

elde edin.

P.IIl.4) Tabloyu tamamlayin :

sinh™(x) = cosh™(?) = tanh™(?) = csch™(?) = sech™(?) = ctnh™(?)

sinh™*(?) = cosh™(?) = tanh™(?) = csch™(?) = sech™(?) = ctnh™(x)

P.IIL.5) Tum ters hiperbolik fonksiyonlari logaritma olarak ifade edin.

1
P.111.6) i) tanh[ﬂn(x)] = 9 ’ i X n(x)
iii) sin[2 sin(0.8)] = ? , w) sinh[n(3)] = 2

v tan”(a)-tan(b) = wn?[F(ab)] — F(ab) = ?tan"(a)

P.IIL7)  cos(20°) cos(40°) cos(80°) = % oldugunu gosterin.
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P.111.8) Asagidaki mantik hatasini bulun :

9:% — tand > 1 —> L>>1 -

\J 1-sin*é
— sin*@ >> 1-sind — 2 > 2sin0 >1 — 2 > 1

P.111.9) F(x) =~ 4 fonksiyonunun yansima 6zelligini bulun.

IV. SAYISAL OZELLIKLER

A) Genel

Verilenbir X i¢in F (X) degerini, elektronik destek olmaksizin, yaklasik olarak hesap

edebilmek yararli bir beceridir. Kuvvet ve Ustel fonksiyonlar sayisal diizeyde ayni olduklari

icin sadece birini incelemek yeterlidir. Ote yandan bir fonksiyonun sayisal degerlendirilmesi

ayni zamanda ters fonksiyonun da degerlendirilmesi demektir. Bu yiizden sadece Sin (X)

ve fn(X) fonksiyonlarinin sayisal olarak incelenmesi yeterli olacaktir.

B ) Trigonometrik Fonksiyonlar
ileride anlasilacak bir sebeple Sin (Ao ) yaklasik olarak :

sin(A"):S—Aé , 0<A<14 sin(A°):6—A(3 , 15<A<35

formdlleriyle verilir. Bu formiiller, bazi 6nemli acilar icin olusturulan
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Ao sin(4°) cos(A°)

o I com Y =100
30° 1/ = 0500 V4 = 1000
45° \/74 = 0.707 \/74 = 0.707
60° 3/ = 0866 Y1/ = 0500
90° V4 /" = 1000 VO /= 0.000

tablosu ve bilinen cebirsel 6zellikler yardimiyla tiim agilarin tim trigonometrik fonksiyonlari

yaklasik olarak hesaplanabilir.

C) Logaritma

Logaritma icin ise 10 tabanina Briggs logaritmasi ile baglamak daha uygundur. ilk asamada

sadece log2 = 0.301 , log3 = 0.477 ve log7 = 0.845 degerlerinin bilinmesi yeterli

olacaktir.

2% =1024 = 10° — log2 ~ 0.300
3" = 2% 10 — log3 = 0.475
7?2 = 50 — log7 = 0.850

iliskileri bu tG¢ yapitasinin elde edilisine 151k tutmaktadir. Bu noktada (n X fonksiyonuna
gecmekicin (n10 = 2.3 , dolayisiyla /NX = 2.3 logX esitligi devreye girer

ve asagidaki tablo elde edilir. G)



1 0.000 0.0
2 0.301 0.7
3 0.477 11
4 0.602 1.4
5 0.699 1.6
6 0.778 1.8
7 0.845 1.95
8 0.903 2.1
9 0.954 2.2
10 1.000 2.3

Bunlarin yardimiyla tim kuvvet, logaritma, Gstel, hiperbolik, ters hiperbolik fonksiyonlar

yaklasik olarak hesaplanabilirler.

PROBLEMLER

P.IV.1) Hesap makinesi kullanmadan yaklasik sayisal sonug bulun.

i) cos(66°) = ? ii) sin”(0.125) = ?
i) cosh[n(2)] = ? iv)  (63)7% = 7

v) logy(32) = ? vi) (L.001)"" = 2
vi) (n(20) = ? viii) ¢n (2000) = ?

ix) log(75) = ? x) log,, (8) = ?
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xi) (0.99)” = 2 xii) sin(67°) = ?
xiii) sin(74°) =7 Xiv) cos(83°) =7
xv) tanh(2.3) = ? xvi) sinh™(100) = ?
xvii) sin™(0.14) = ? xviii) tan™(20) = ?

xix) tan(5) = ?

256
P.IV.2) (8) sayisinin ilk ve son hanelerini bulun.

V. DIFERANSIYEL OZELLIKLER

A ) Genel Ozellikler

Bir fonksiyonu goziimizde canlandirmanin fonksiyon tablosu 6tesinde yollari vardir. Mesela
once bir reel sayi dogrusu cizer, bunun Gzerinde sifir noktasi O 'yu belirler, pozitif yoni de
geleneklere uygun olarak saga dogru seceriz. Artik bu dogru Gzerinde her P noktasi, OP
uzakhginin boyu olan x degeri ile parametrize edilebilir. Her X degerine karsilik gelen

F (x) degeriniise x noktasina dikili bir bayragin lzerine yazarak gosterebiliriz.

F(x)

> +

Bayraga alternatif olarak F (x) uzunlugunda bayrak direkleri de kullanilabilir. Bu

gosterimde X boyutuna ek olarak, buna dik ve geometrik anlami olan ikinci bir boyut
devreye girmektedir. Bu iki boyutlu yaklasim ‘Kartezyen Koordinat Sistemi’ olarak

adlandirilir. Ancak bagimsiz ve bagimli kompleks degiskenler ikiserden dort boyut



gerektirecegi icin kartezyen gosterimi kompleks degiskenli fonksiyonlara genellemek
mimkin degildir. Bu ylzden, genellesme kolayligi agisindan bayrak gosterimine bagh
kalinacaktir. Birbirine sonsuz klguk uzaklikta olan x ve x+dx noktalarindaki bayrak

degerlerinin farki o fonksiyonun diferansiyeli olarak adlandirilir.

F(x) F(x+dx)

dF (x) = F(x+dx)—F(x)

> +

X X+dx

Bu tanimda yer alan dx aslinda sifir olan, ancak degisik mertebe sifirlarin muhasebesini

tutabilmek agisindan katlanmak zorunda kaldigimiz sonsuz kiguk bir reel eksen pargasidir.

Dolayisiyla hesaplarda (dx)l =dx ama N > 2 igin (dx)N = 0 kullanilacaktir.

Biraz siirsel bir anlatimla dx 'i sifir boyutlu bir dogru parcasi veya bir boyutlu bir nokta

olarak da dislnebiliriz. Tirevise dF(x) diferansiyelinin, iki bayrak diregi arasindaki

dx uzaklgina orani olarak tanimlanir :

F'(x) = dF (x) = F(x+dx)-F(x) . Turev igin daha kisa F’(x) ifadesini
dx dx
F (%)

dx

Newton 'a, oran ifadesini ise Leibniz 'e borgluyuz. Hesaplarda en gecerli yol,

anlam agisindan daha zengin Leibniz ifadesini hep akilda tutmak sartiyla, daha ekonomik
Newton ifadesini kullanmaktir. Ancak mesela Zincir Kurali 'ni elde ederken Leibniz

gosteriminin kullanilmasi kaginilmazdir. Bu kurala gore F[u(x)] gibi bir fonksiyonun

19

tirevi aF = dF du olmaktadir. Mesela F(x) = sin(x3) igin
dx du dx
d sin(x*) d(x®
d—F = ( ) ( ) = 3x? Cos(x3) olur. Tlrev taniminda sagdan yaklagim
dx d(xs) dx
F'(x) = F(x+d;()—F(x) yerine pekala soldan yaklasim  F'(x) = F(X)_dF(X_dX)
X X

da benimsenebilirdi. Akla gelebilecek
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F) = F(x+:1% dxj—F(x—g dxj

= benzeri tim tanimlar bu iki temel yaklasimin

dx

bilesimidir. F’(X) kavraminin X noktasinda tanimli ve anlamli olabilmesi igin iki temel

yaklagimin ayni sonucu vermesi gerekir. Turevin yaklagim yoéninden bagimsiz olmasi sarti
ileride kompleks degiskenli fonksiyon tiirevlerinin incelenmesinde olaganisti bir 5nem
kazanacaktir. Yukarida verilen, Newton, Leibniz ve Euler 'in sezgiye dayali yaklasimlari zaman
icinde yeterli 6lcide matematik katiliga sahip bulunmadi. Weierstrass’in daha térensel

0 — ¢ yaklasimi konuya egemen oldu. Ancak, pratik dnemi stipheli birkag istisna disinda,
dogru sonuclari en kisa yoldan veren tarihsel yaklasim gliniimiizde 'Nonstandard Analysis'
adiyla tekrar benimsenme egilimi g(’jsteriyor.(‘” Tireve geometrik bir anlam vermek istenirse
kartezyen gosterime gecmek gerekir. Bu gosterimde, bayrak direklerinin tepelerinden gecen

fonksiyon egrisinin yatayla yaptigiagi ¢ olmak uzere, F'(X) = tan¢g olacaktir.

Ozetle : tiirev, kartezyen gésterimde egimin 6lcisidir. Tirev tanimini temel fonksiyonlara
uygulamadan 6nce bazi fonksiyon bilesimlerinin tirevlerini elde etmek yerinde olur. Temel

tirev tanimi kullanilarak

! ’

[F+G] = F'+G ; [kF] =kF’
[FG] = FG+F G’ ; [l} _ .G
G G

elde edilir. Bu esitlikler ve cebirsel 6zellikler yardimiyla tiirev tanimini 27 fonksiyondan

sadece 3'Uicin kullanmak yeterli olacaktir.

Ters fonksiyon tirevlerinin genel bir formilu

y=F'(x) > x=F(y) - %:F’(y) - = =

' 1

G

olarak elde edilir.
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B ) Kuvvet Fonksiyonu

Kuvvet fonksiyonunun tiirev ifadesi birkag asamada elde edilecektir. Once pozitif tamsayi

M icin: [XM}, = (X+dX)dMX_(X)M

taniminda Pascal licgeni yardimiyla

!

(X+dx)'vI =xM + M xMTdx ve [XM] = M x™?*  sonucu elde edilir.

= X%“ fonksiyonunun tirevini bulmak igin ise ters fonksiyon kavramindan yararlanilarak

<
|

x =y > dx =Ny o dy _ Y = %x%\‘l bulunur.

d_y dx N

Bu iki formulden ve zincir kuralindan yararlanarak da [x% } = M x% i

formullne erisilir. Negatif kuvvetler icin ise [é} = —— yardimiyla gene ayni

bicimde [x_ A } = —% x_’vl/N_1 olmaktadir. Tim reel sayilara istenilen yakinlikta

bir rasyonel sayi bulunabilecegiicindeher a € R igin [Xa] =ax*t olur.

C ) Trigonometrik Fonksiyonlar

rsin(x+dx)—sin(x)

[sin x] = taniminin acilimindan
dx
cos(dx)-1] . sin(dx) N
—— | sinx+ cos X elde edilir.
i dx dx
[sin(dx)
Ix ifadesini egerlendirmek icin
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OAB uggeni , OCB daire dilimive OCD uggenialanlarinin, esitlik sadece & = 0 igin

2 : 2
gecerli olmak Gzere, w < i rR? < w
2 2 2
; . 0 1 NP .
olarak siralandiklari gézlenir. Bundanda cos@ < < esitsizligi elde edilir.

sind  cosé

0
0 — 0 olurkenikitane 1 arasinda kalan I—H da 1 olmak zorundadir.

in(d ) .
Dolayistyla w =1 bulunur. [—cos(dx) 1} ifadesi ise {—COS(dX)JF} ile

dx cos(dx)+1
carpilarak _Sind()((jx) C(j;?g)(j;?-l = —-1x g = 0 bulunmakta, boylece
[sin x], = cosx olmaktadir. [cosx] iginise sin’X + cos’x = 1
0zdesliginin tlrevi alinarak, [FZ}’ =2FF yardimiyla
2 sinx [sin x], + 2 cOos X [cosx]’ =0 - [cosx]’ = —sinx bulunur.

y = sint x  fonksiyonunun tiirevi icin, tim ters fonksiyon tirevleri icin gecerli olacak

. i dx
yolumuz y = sin*x — x =siny — vl cosy —
y

dy 1

- - 1 = 1 N [ sin! x ]’ = 1 olacaktir.
dx cosy  J1-sinfy = J1-x? 1-x?
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D ) Logaritma Fonksiyonu

' (n(x+dx)—(n(x)

[(x)] = ™

el ﬁn(XerXj = 1x [n(1+d—xj = 1 n (1+%j & olarak yazip
dx X X dx X X X

tanimini

' 1 1
e = |7er (1+%)t tanimi hatirlanarak [fn(x)] = ; nhe = ; sonucuna
erisilir. Ters fonksiyon tiirevi metodu bir kere daha uygulanarak
dx 1 dy .
= exp(Xx — X =/n - @ — = = S —= = = exp(X ani
y p(x) (y) &y o =Y p(x) v

[exp(x)] = exp(x) bulunur. Bu noktadan sonra tum hiperbolik ve ters hiperbolik

fonksiyon tirevleri basit bir sekilde elde edilir. Tim sonuglarin 6zetlendigi Tlrev Tablosu
asagida verilmektedir. [tanh’l x]’ = [ctnh’l x], esitligini anlamak icin kompleks

degiskenli fonksiyonlarin incelenmesini beklemek gerekecektir.

TUREV TABLOSU

F+G F'+G’

k F k F'

F G F'"G+FCG
1 G

G G°



F(x)

Xb%+ 1

sin x

COoS X

tan x
CSC X
Sec X
ctn x
sin”! x
cost x
tan™ x
csct x
sec x

ctn x
(n(x)

exp(x)

sinh x




25

cosh x sinh x
tanh x 12
cosh” x
cosh x
CSCc X —
sinh® x
sech x B sinh x
cosh? x
ctnh x - 12
sinh® x
sinh™ x 1
N1+ x?
cosh™ x L
x? -1
tanh™ x 1 -
1-x
csch™ x IR S
XA X2 +1
N 1
sech™ x S —
X v 1-x?
. 1
ctnh™ x >
1-X

E ) Kapah Tiirev

Tirevle ilgili bir konu da 'kapal tirev' kavramidir. Bazen baslangi¢ noktasi y = y(x)
haline indirgenemez bir d)( X,y ) = 0 denklemi olabilir. Bu durumda tiirev icin

y' =Y'(X) bigimindenvazgegser Y’ = y'(X,y) ,hatta ¥(X,y,y') = O bigimine

razioluruz. Mesela xexp(y) +y = 0 durumunda Y bulmakigin tiim



26

denklemin tiirevini, zincir kurali da kullanarak ~ exp(y) + x exp(y)y +y =0

ex
olarak bulur ve y' = _& sonucuna ulagiriz.

x exp(y)+1

F) Kismi Tirev

Bir bagimli degiskenin, yani fonksiyonun, birden fazla bagimsiz degiskene baglh oldugu
durumlarda diferansiyel 6zellikler daha karmasik olacaktir. Bunun en basit 6rnegi olan

F(x,y) fonksiyonunu, birbirinden bagimsiz iki degiskenin olusturdugu x -y dizlemine

dikili bayraklar yardimiyla inceleyelim.

F(x.y)

(X,y)

v

Diferansiyel tanimi, gene ayni esaslara bagl olarak, birbirine sonsuz yakin iki noktadaki
bayrak degerlerinin farki olarak yapilir: ~ dF (x,y) = F(x+dx,y+dy)—F(x,y)

Ancak bu durumda tiirev tanimina gecebilmek icin hangi paydaya boliinmesi gerektigi belli

degildir. Bu ylizden diferansiyel 6nce
dF(x,y) = F(x+dx,y+dy)—F(x,y+dy)+F(x,y+dy)-F(x,y)

sonra da terimler ikiserden gruplanarak :

0F (x,y) - [F(x+dx,y+d£—F(x,y+dy)} dx 4 {F(x,y+d;/3—F(x,y)} dy
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olarak yazilir. Kare parantezler igindeki ifadeler tiirev tanimina gok yakin, ancak degisik
islemlerdir. Bu yeniislemde esas olan, tlirev alinan degisken disindaki degiskenin sabit

kalmasidir. Bu yeniislem 'Kismi Tlrev' olarak adlandirilir ve yeni sembollerle

OF(x,y) _ F(x+dx,y)-F(xy) ' OF(xy)  F(xy+dy)-F(xy)

X dx ’ oy dy

e o e oF
olarak tanimlanir. Kismi tlirev islem olarak bayagi tirev ile aynidir, ancak mesela v
X

hesaplanirken X 'den bagka tim degiskenlere sanki sabitmis gibi davranmak gerekir.

. oF .
Buna gore F(X,Y) = XSy + X icin 6_ = sSIny + 3x? ;
X
oF o . o°F o oF
— = X COoSY  bulunur. Bu drnek igin gegerli olan = — — = COSY ;
oy ox oy oX oy
O°F 0 oF ot oo g - o
= — — = C0SYy esitligi rastlanti degildir. Kismi tlrev tanimi geregi her
0y OX oy oX
O°F O°F
durumda = olacaktir. ® Kismi tiirev islemleri ile ilgili bir uyari :
OX oy oy oX
. .o [dFTT  dx
Bayagi turev, gercek anlamda iki diferansiyelin orani oldugu icin — = aF olmasi
-1
. - , - , - oF OX
dogaldir. Kismi tlirevde ise pay gercek bir diferansiyel olmadigi igin x = F
X
denemez. ilging bir érnek: I = X* + y2 , ¢ = tan™' (l) polar
X
r X
koordinatlarda 8_ = 6_ = C0S¢  olmaktadir.
OX or

G ) Belirsiz integral

Tirevi bilinen bir fonksiyonun kendisini bulma islemine integral denir. Stilize bir S harfive

integral degiskeninin diferansiyeli ile gosterilen bu islem
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Idx F'(x) = F(x) +C  veya IdF(X) = F(x) + C  olarak tanimlanir.

Sabitlerin tiirevi sifir oldugu icin her integral isleminde boyle keyfi bir integral sabiti yer alir
ve islem 'Belirsiz integral' olarak adlandirilir. Ancak matematigin dogaya uygulanmasinda
keyfilige yer olamayacag! icin bu sabitler, verilen bazi 'Sinir Sartlari' veya 'ilk Sartlar' yoluyla
degerlendirilir. Temel fonksiyonlarla ilgili diferansiyel ve bunun tersi olan integral islemi

hakkinda tim bilgilerin dokiimii asagidaki tabloda verilmektedir.

DIFERANSIYEL VE INTEGRAL TABLOSU

d[F+G] = dF + dG - [dF + [ dG = F+G+C
d[k F] = k dF - [kdr = kF+cC
d[F G] =dF G + FdG - [dFG+[Fde=FG+C
1 dG N daG _ 1
2= - L.~ 4cC
d{e} G? JG2 G
Xb+1 b Xb+1
d = x° dx —> x> dx = +
{b+1 '[ b+1
d sin x = cos x dx - jcosxdx:sinx+C
d cos x = —sin x dx - j sin xdx = —cosx + C
d tan x = d>2< - I d>2< = tanx + C
cos? X cos® X
cos x dx cos x dx
descx = ——— - j ————~ = —cscx + C
sin? x sin? x
dsecx—smxzdx - Ism):dxzsecx+c
cos® X cos® x
dctnx = — _d;( - j -dz< = —ctnx + C
sin? x sin® x
_ dx dx .
dsintx = - =sintx +C
1-x? I\/1—x2
dcostx = — o - j o = = —cost x + C



d tant x = dxz
1+x
dx
desct X = ————
XA x2-1
dx
dsec?tx = ———
X x* -1
dcetn™ x = dX2
1+X
X
d/mx = d—
de* = e“dx

d sinh x = cosh x dx

d cosh x = sinh x dx

d tanh x = dxz
cosh® x
dcschx = M
sinh® x
d sechx = _—smh Xz d
cosh® x
d ctnhx = —%
sinh® x
d sinh™ x = dx
N1+x?
d cosh™ x = dx
x* -1
d tanh™ x = dX2
1-x
dcsch™ x = o
X x*+1
dsech™x = — d
X 1-x?
dctnh™ x = dxz
1-x

- _x sect x + C
'[ x N x2-1
- J X _ _etnix 4 C
1+ x?
dx
—> — =(nx +C
X
— I e*dx =e* +C
- Icoshxdx:sinhx+c
- jsinhxdx=coshx+C
N J‘ dx
——— = tanhx + C
cosh” x
- | Cosh XX _ esehx + C
sinh? x
- J' sinh X dX __cochx + C
cosh? x
- _[ _d); = —ctnhx + C
sinh® x
- J & sinh™ x + C
N1+x2
- J X _ coshx 4 C
Jxi-1 -
% J‘ dX -1
= tanh™ x + C
1-x2
% dX -1
—— = —csch™x + C
J x N X2 +1
dx
- — = —sech?x +C
I X v 1— x?
- j d__ ctnh™x + C
1—x?

29
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Bu temel formiillerin disindaki integralleri degerlendirmenin iki ana yolu : 'Degisken

Déniisimi' ve 'Parcali integral' metotlaridir. Degisken déniisimii : ¢éziilemeyen bir

J. dx f (X) integralinde U = u(x) donisima yapmak ve yeni integral eskisinden daha
kolay olmak {izere j dx f (x) = I du g(u) elde etmege dayali bir yoldur. Pargali integral
metodunun temelinde ise d[F G] = dF G + F dG 0zdegsligi yatar. Bundan elde edilen
[FdG =FG - [GdF esitliginde j F dG zorolsabile [GdF kolay bir

integral ise ¢6ziim bulunmus demektir. iki metodu da iceren tek bir érnek olan

Idx sin x integralinde F = sin®x , G =Xx secimiyapilarak ve
dx
dF = ——— : dG = dx kullanilarak
1-x?
I — X dx
I dx sin” x = x sin” X — _[ —— bulunur.
v 1-x?
Bunoktadaise u = +1-x* , du = —2xdx yardimiyla

J' dx sintx = xsintx + V1-x> + C sonucuna ulasilir. Ancak bir¢ok fonksiyonun

integralinin temel fonksiyonlar kullanarak ifade edilemeyecegi de bir gercektir. Boyle
durumlarda son care olarak kapsamli bir integral tablosuna basvurmak gerekir. integral
islemi tirevden daha zordur; zira bilesenleri temel fonksiyonlar olan bir fonksiyonun tiirevi
de temel fonksiyonlardan olusur. Bu basit fonksiyonlar kiimesi 'nin tiirev islemi altinda

kapali olmasi demektir. Ancak bu kapalilik integral islemi icin gecerli degildir.

H ) Belirli integral
Uygulamali matematikte ¢ok kullanilan bir islemin programi :
i) Belirsiz integrali bul,

ii) Sonucu X = a 'dadegerlendir,
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iii) Sonucu X = a 'de degerlendir,
iv) (iii) 'den (ii) 'yi ¢ikart;
olmaktadir. (iv) 'Uinci islem keyfi integral sabitini yok ettigi icin bu islem 'Belirli integral'

olarak adlandirilir ve J-: dx F'(x) = J-: dF(x) = F(b)—F(a) olarak

1 o T
tanimlanir. Mesela J.O dx sin! x = E—l olur.

Bu tanimdan hareketle, belirli integraller igin :
j: dx f(x) + j: dx f(x) = j: dx f (x)
.[ab dx f(x) = —jba dx f(x)

_[:dx f(x) =0

[ dax £(x) = f(a) d&

a

ozellikleri kolayca elde edilir. Ayrica 6zel simetrik sinirlar igin
f(=x) =f(x) - [ dxf(x) =2 df(x)
f(-x) = -f(x) > [ df(x)=0

bagintilarini cikartmak da zor degildir. Bir belirli integralin sonucu integral degiskeninden

bagimsizdir ve sadece alt ve Ust sinirlarin fonksiyonudur. Bu islemde hayati bir nokta F'(X)

fonksiyonunun tim [a, b] araliginda tanimh olmasidir. Buna dikkat edilmezse

2 dx o : . .
.[_2 F = -1 gibisagcma ve anlamsiz sonuglarla karsilasilir. integral islemine

geometrik bir anlam vermek i¢cin [a, x] araliginda f (x) egrisinin altinda kalan

J (X) alanini incelemek gerekir.
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yu
y=f(x) -
& dx)
J(X)
X
a X X+dx=

Goriildug gibi son ince dikdortgen seritalani  dJ(x) = f(x) dx veya
J(x) = jx dx f(x) olmaktadir. Dolayisiyla integral isleminin geometrik yorumu bir
a

b
fonksiyonun altinda kalan alanin bulunmasidir. Bu geometrik yorum J. dx f(x)
a

islemine yeni bir yaklasim getirmektedir. [ a,b ] araliginda, f(x) egrisinin altinda

kalan alan, sonlu sayida ince serit alaninin toplamina yaklasik olarak esittir. Serit enleri sifir,

dolayisiyla serit sayisi sonsuz olurken yaklasiklik da yerini kesinlige birakir. Bunun bayrak

gosterimindeki esdegeri: [a, b ] araligini N parcaya bolmek, her (AX) parcasl

i
uzunlugunu, o parcanin orta noktasindaki bayrak degeriyle carpip, toplam almaktir.

ZN:l f(%) (Ax), toplamnin N — oo ,(AX), > 0 limiti _[: dx f(x)
olacaktir. Bu yaklasim, ileride kompleks degiskenli fonksiyonlarda biylik 6nem kazanacak
olan 'Yol integrali' kavraminin ilk adimidir.®  Son bir nokta ise belirli integral islemlerinde,
o kadar zahmet sonucu, sadece tek bir sayi elde edilmesi bu islemin ekonomik bir islem
olmadigini gbstermektedir. Belirsiz integral asamasinda elde sayilamaz sonsuz noktada
degeri bilinen bir fonksiyon varken bunu sadece iki u¢ noktada degerlendirip, fark almak ¢ok

blyuk bir bilgi kaybidir. Belirli integrallerin daha ekonomik bir bicimde degerlendirilmeleri

kompleks degiskenli fonksiyonlarin incelenmesi sirasinda saglanacaktir. Bu metotla belirsiz
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integrali bilinmeyen fonksiyonlarin bile bazi 6zel belirli integrallerini degerlendirmek

mimkin olacaktir.

| ) Tekrar Belirsiz integral

f = F" durumunda Ib dtf(t) = jb dxf(x) = F(b)-F(a) oldugu gorilmistd.
Sinirlardan biri degisken yapilirsa, belirli integral goriinimunde bir belirsiz integral elde edilir.

Bu durumda J: dt f(t) = I: dx f (x) = F(x)-F(a) olacaktir. Bu noktada

temel tiirev tanimi kullanilarak di JX dtf (t) = f(x) veya biraz daha gayretle gok
X a

daha genel
d b b Gf(t,x) db(x) da(x)
o f(t,x) = L(x) dt —= + f[b(x),x] e fla(x),x] —

Leibniz formdillne ulasilir.

J) Dirac Delta Fonksiyonu

ileriki uygulamalarda 6nem kazanacak bir konuya bu noktada egilmek uygun olacaktir.
Gergek anlamda bir fonksiyon olmayan ancak bazi ¢ift fonksiyonlarin limiti olan Dirac delta

0 Xx = 0

fonksiyonu & (X) ile gosterilip, (X)) = { 0 X =0

ve J: dx 5(X) = J.Ooj dx 5(X) = 1 olarak tanimlanir. Dirac delta

fonksiyonunun 'eleme' 6zelligi : JL: dx 5(X) F(X) =

[T axs() F(x) +[° & 8(x) F(x) +]7 dx 8(x) F(x) =



0 + F(0) IOO dx 5(x) + 0 = F(0) ile verilir. " dx 5(x) F(x) = F(0)
esitliginin daha genel hali I_: dx 5(X—X') F(X) = F(X') ve Dirac delta
fonksiyonunun tiirevlerini iceren Jl: dx 5'(X—X') F(X) = —F'(X') ve

J: dx 5™ (x—x") F(x) = ()" F™(X) ifadeleri bir anlamda tiirev isleminin

integral temsilini olusturmaktadir.

K) Seri Agihmlan

Fonksiyonlari tanimanin biryoluda F (X) 'i X 'in pozitif tamsayi kuvvetleri cinsinden
agmaktir. Once  F(X) = a,+a, X+a, X +a, X’ + --- olarak yazilip, sonra da iist

Uste tirev alarak F'(X) =a+2a,Xx+3a, x>+ - )
F'(x) = 2a,+6a;x+ -~ , F"(x) = 6a,+ - eldeedilr.

Bu denklemlerin  x = 0 'dadegerlendiriimeleri a, = F(0) , a, = F'(0) ,

F"(0 F”(0 F™(0
a, = 2( ) , a, = 6( ) ve genelde a, = n(! ) oldugunu
0 F(n) (O) N
gostermektedir. Boylece elde edilen F(X) = ZT X ‘Maclaurin Agilimi*
n=0 -

denkleminin hangi fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarin hangi tanim araliklarinda gecerli

olduklarini 6zenle incelemek gerekir. incelenmesi en kolay fonksiyon stel fonksiyondur.

F(x) = exp(x) igintam  F™(x) = exp(x) ve F"(0) =1

2 3
X X
oldugu igin exp(x) =1+X+ ; + a + --- bulunur. Bu denklemde
X > =X donisimi yapilarak

x?  x°
exp(—x):l—x+;—;+--- ve

34
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3 5 7
. X X X
smh(x):x+_+_+_+... )
31 51 7!
2 4 6
X X X
cosh(x) =1+ — + — 4+ — + ...
( ) 21 41 61 elde edilir
Maclaurin formliniin F(X) = SINX fonksiyonuna uygulanmasi
sinx = X X’ + X X’ + b Urevi d
= 31 51 7 , unun tirevi de
X’ X" X o (7)) T .
cosx =1 — 21 + 21 51 + -+ acithmlarini verir."”” Trigonometrik ve

hiperbolik fonksiyonlarin seri agilimlari arasindaki benzerlik fonksiyon adlari arasindaki
benzerlige bir 6lctide 1sik tutmaktadir. CSCX gibi X = 0 'datanimh olmayan
fonksiyonlar bile negatif kuvvetlere de izin vererek agilabilir. Bununigin X CSC X

x 7x°
- +

6 360

fonksiyonunu agip sonucu X ‘e bélmek yeterli olur : CSC(X) = — +
X

Boylece x = 0 noktasindaki tanimsizlik tek bir terime hapis olmaktadir.

F(x) = (n(x) gibifonksiyonlarda bu da gegerli bir yol degildir. Bu durumda
fonksiyonu, tanimsizoldugu X = 0 vyerine, X = 1 noktasi etrafinda agmak gerekir,
yani F (x) yerine F (1+ X) fonksiyonu acilir. Buna bir 6rnek olarak, Maclaurin
formiilii yoluyla agilacak son fonksiyon  F(x) = (1+Xx)"  Binom kuvvet

fonksiyonudur.
FO(x) = v (v=-1) - (v-n+1) (1+X)V7n - F®(0) = v (v-1) - (v—n+1)

dolayisiyla  (1+x)" = i v (v-1) .r;.l(v_rH_l) -
n=0 |

‘Binom Acilimi’ elde edilir. Tim ters fonksiyon tiirevleri icin gegerli yol : Ters fonksiyonun

turevini binom acilimi ile ac¢ip, sonucun integralinin almaktir. Ancak bu islemde ters



fonksiyon ve agiliminin 6zel bir noktada degerlendirilerek integral sabitinin saptanmasi

unutulmamalidir. Bu yaklasima érnekler olarak

' 1 2 3 x> x* X
[n(1+x)] = =1-Xx + X=X+ o+ o MNLEX)= X
1+x 2 3 4
! 2 4
veya [cos‘lx} -t ox sx o
1-x? 2 8
3 5
_ T x> 3X
— CosS'iX = Z—x———-"" ... verilebilir. ®
2 6 40

Seri agihmlarina daha genel bir yaklasimla

F(x) = F(%) + F(x) (x-x0) + T 08 (o)t e

veya F(x+x) = F(x) + F'(x)x + F(x,) X2+ e

'Taylor Agihm' formiilleri elde edilir. Yukaridaki agillmda X <— X dontsimii

yaparak elde edilen F(X+XO) = F(X) + F'(X) X, +

36

d
denkleminin F(X+x,) = GXD(X0 —j F(X)  olarak ifade edilebilmesi de ilging

dx

bir gdzlemdir.

isleminin ~ F(X,) = G(%,) =0

oldugu icin 0 belirsiz formuna donlistligd durumlarda
0



F(XO) i F,(XO) (X_XO) R Taylor agihmlariyla F'(XO) olarak
G(x%,) + G'(%,) (x=%,) + - (%)
F(x,) O F'(x,)
. o () —L = = :
degerlendirilmesine L'Hospital kurali denir. Genelde G(XO) 0 Ise€ G'(XO)

degerine bakilir ve pay ile paydanin ayri ayri tlirevini alma islemine belirsiz durumdan
kurtulana kadar devam edilir. Biraz gayretle bu kuralin O%O belirsiz durumu igin de

gecerli oldugunu géstermek mimkinddr.

PROBLEMLER

P.V.1) Tirevtanimindan hareketle [F+G] , [kF] , [FG] , {E}

formullerini elde edin.

P.V.2) [xa]' , [ sin X ]' , [ﬁn X ]’ sonuglarini  kullanarak, geri kalan 24

temel fonksiyonun tiirevlerini bulun.
P.V.3) Tim 27 temel fonksiyonun seri acilimlarini yapin.

P.V.4) Tim 27 temel fonksiyonun integrallerini bulun.

Pv.s) i) Lim [Lesind] ™ =2 ;) [X'] = 2

37
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i) Lim (¢ -x) =2 ;  w Lim (e*+2x)% =?
dx dx . .
P.V.6) _ = integralini
J X +6Xx+A I(><+3)2+(A_9)

i) A > 9 icindegerlendirin,

i)  A<9 icindegerlendirin,

i) A = 9 icindegerlendirin,

(v) (i) = (iii) icin nasil bir limit gereklidir ?

(v) (ii) - (iii) icin nasil bir limit gereklidir ?

P.V.7) Tirev tanimindan hareketle bir integralin tlirevi icin Leibniz formiliini elde edin.

P.V.8) X5(X) = 0 oldugunu gésterin.

P.V.9) J._OO dx 5'(X) F(X) = —F'(O) oldugunu ispatlayin. ipucu: Kismiintegral .
- a 1
pv.10) LIm = ——— = &(x oldugunu gésterin.
el R () gHinte

P.V.11) L'Hospital kurali kullanarak Lirrg (X /n X) limitini degerlendirin.
X —
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P.V.12) L'Hospital kuralinin O%O durumlari igin de gegerli oldugunu gosterin.

EKLER VE NOTLAR

(1) Daha Ust duzeydeki sayi sistemlerinde Kuaternion’laricin ab = ba , Oktonion 'lar

iciniseayrica a (bc) = (ab)c kurallarini feda etmek gerekir.

(2) Bukitapta cos ile kolay karisan cot veya 5 harfli cotan vyerine ctn tercih

edilmis, hiperbolik fonksiyonlarda da benzer bir tercih yapiimistir.

(3) Tarihi bir alternatif metod icin : "The Feynman Lectures On Physics" Cilt |, Bolim 22 .

(4) R. Courant, H. Robbins (Revised by I. Stewart), "What is Mathematics ?, 2" Edition",
Oxford University Press (1996) 518

o0°F 0°F

(5) =
OX oy 0y OX

esitliginin bazi patolojik  F fonksiyonlariicin istisnalari da vardir.

(6) Riemann’a borglu oldugumuz bu yaklasimin ana felsefesi : [ a,b ] araligindaki
mertebesinde sonsuz noktayi, X, mertebesinde sonsuz, ama sonsuz kiiglk aralik ile temsil

etmektir.



(7) Kicuk agilaricin = Sin @ =~ @  olusu ve agi-radyan 6lgilerindeki

180° : A
1 radyan = 80 = 57.3° liskisigeregi sin A° = ——  olmaktadir.
T 57.3
x> x X!
8 M(l+x) =X - =+ — — = + -+ aghmina x = -1 yerlestirilerek
2 3 4
: 1.1 1 -
eldeedilen (n(0) = -0 = - 1+ 5t 3 LR esitliginden

'Harmonik Seri' toplaminin sonsuzlugu hemen gorilmektedir.

(9) Bu kural Jean Bernoulli tarafindan bulunmus olmakla beraber bulusun isim hakkini satin

alan Marki L'Hospital’in adiyla anilir.
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